Fonctions et limites I

On étudie les limites d'une fonction aux bornes de son domaine de définition.
Ainsi, il sera possible de compléter les tableaux de variation de la fonction aux
extrémités des fléches.

1) Limite d'une fonction a |'infini :

a) Limite finie en |'infini :

_ : On dit qu'une fonction f admet pour limite [ en +oo si f(x] est aussi proche
de | que I'on veut, des que x est suffisamment grand.

X —+o0

On écrit alors : lim f(x)zl_ r]:-- R

La droite A d'équation y=I est dite |
asymptote horizontale a C. . 0 3 ¥

Remarque : On définit de maniere analogue lim f (x)=1.

X o —o0
Exemples :
. ips 1 1 1 -
Les fonctions de référence x——, x —>— et x |—>T ont des limites nullesen +o .
X X X

Leurs courbes admettent |'axe des abscisses pour asymptote horizontale.

b) Limite infinie en |'infini :

Définition 2 : On dit qu'une fonction f admet pour limite +o en +w si f(x) est aussi
grand que |'on veut, dés que x est suffisamment grand.

On écrit alors : lim f (x)=+oo.

X =+

La droite A d'équation y=| est dite
asymptote horizontale a C. .

O A

Remarques :

- On définit de maniére analogue lim f (x):+oo ,ainsi que lim f (x)z—oo et lim f (x)z—oo.

X ——0o0 X =+ X 29—

- Une fonction qui tend vers +o lorsque x tend vers +oo n'est pas forcément croissante ;



- Il existe des fonctions qui n'admettent pas de limite en I'infini ; les sinusoides par exemple.

Exemples :
- Les fonctions de référence x > x , x> x" et x>1\x ont pour limite +o en +o .
- La fonction x — x" a pour limite +o en —« si n est pair,et —o en —x si n est
impair.

Une fonction peut tendre vers +o0 en
+00 de plusieurs fagons. C'est le cas par
exemple des fonctions x — x?, x - x et
X = /X

Trois fagons de
tendre vers +oo

e ¥ > x° tend "rapidement” vers l'in-
fini. La concavité est tournée vers le
haut.

s x — x tend "moyennement” vers l'in-
fini. Pas de concavité.

e ¥ — /X tend "lentement” vers l'in-
fini. La concavité est tournée vers le
bas

2) Limite infinie d'une fonction en un point :

_ : On dit qu'une fonction f admet pour limite +o en a
si f|x) est aussi grand que I'on veut,

dés que x est suffisamment proche de a .

On écrit alors : lim f (x)=+oo.

X —a

La droite A d'équation x=a est dite
asymptote verticale a C, .

Remarque : On définit de maniere analogue lim f (x)=—o.

X —a

On peut aussi définir la limite & gauche
ou & droite de x = a lorsque la limite en
x = an'existe pas. On notera alors :

limite
a droite

limite a gauche :  lim f(x)
.‘I.{.‘lll

limite a droite:  lim f(x)
X—ar
X =a

- . 1
Exemple : La fonction x 2 A pour

Limite
a gauche

limite +co en 0. La fonction x +~+ -

X
n'admet pas de limite en 0, mais admet
une limite a gauche (—co) et a droite

(4ca) de 0,



3) Limite des fonctions élémentaires :

Limites en l'infini

1 1
X x" — /x —_—
flx) por v NES
lliflnwf[x} +o0 0 +o0 0
IETW flx) _T;q?]”nifl;;ir 0 non défini | non défini
1 1
X — —
f(x) x" NS
Limites en 0 llf[l] fx) 60 +o0
xz=i)
11_”1‘] flx) Teo SHpair. non défini
<0 —e0 51 11 1mpair

4) Opérations sur les limites :

On a exactement les mémes regles qu'avec les limites des suites, pour les sommes, les produits
ou les quotients.

On rappelle les quatre formes indéterminées : 00— 00 0X oo = et 0

Pour la somme :

Exemples : 1
1) Limite en +co de la fonction f définie sur R* par: f(x) = x+3+ o

¥ ll‘;mm X+3=+teo Par somme
1 . _
lim ~ =0 Amf(x) = +oo
X—r+oo X

2) Limite en +eo et —eo de la fonction f définie sur R par: f(x) = x> + x

" _2 _
xﬂf}]m XT = +eo Par somme

lim x = 4oo lim f(x) = +oo
x—++o0 t—rteo

- 2

= o0

.h.'f‘m * + Par somme, on ne peut conclure
X—F

Iim *»= —co Forme indéterminée : +o00 — co

X——00



Pour le produit :

Exemples :
1) Limite en —ecc de la fonction précédente : f(x) = x* + x
Pour lever la forme indéterminée, on change la forme de f(x).
2 2 1
flx)=x"+x=x 1+;
On a alors avec le produit :

lim 1% = 4eo0

Y — Par produit
1 i = +
lim 1+~ =1 Am fx) = oo
X—r—00 X

2) Limite en +eo de la fonction définie sur R, par: f(x) = x — /x

On ne peut résoudre par la somme car c’est une forme indéterminée, on chan-
ge alors la forme de f(x)

1
f(x}:x—ﬁ:x(]—ﬁ)
xl—l-rTm *=+oo Par produit
lim 1- ——=1[ Hm flx)=+te
X—++o0 X

3) Limite a droite de 0 de la fonction définie sur R* par: f(x) = 2 Sin¥

1

,lrli%, i oo Par produit, on ne peut conclure
X
Jlf:ir:"‘_nr sinxy =0 Forme indéterminée 0 x oo

x =l

Pour le quotient :

Exemples :
2x—1
x+2

1) Limite en —2 de la fonction définie sur R — {—2} par: f(x) =

On a le tableau de signes de x + 2 :

x —0 -2 400
x+2 = 11) +




lim 2x —1= —5)

o Par quotient
lim x+2=0" lim f(x) = —o0
lim x+2=0" lim, f(x) = oo
) -2
X< —2 J -2
On en déduit alors une asymptote verticale d’équation x = —2.
2x+1

2) Limite en +o0 de la fonction f définie par: f{x) = T

Comme le numérateur et le dénominateur tendent vers l'infini en +e0, nous
. . .. o
avons une forme indéterminée : —. Il faut donc changer la forme de f(x).
o )

_ 1 1
_2x+1_l(2+§) 2+

flx) = = =
2
5% +2 x(3+g) 3+ =
x X
On a alors : 1
lim 24 1= 2 Par quotient
y—s4o0 . 5
2 i i
lim 3+ =3 Jim_f(x) =3
X—r+00

En conclusion :

Il existe donc quatre formes indéterminées (comme avec les limites de suites) ot
les opérations sur les limites ne permettent pas de conclure. Dans les cas d'indé-
termination, il faudra chercher a mettre le terme du plus haut degré en facteur
(pour les polyndmes et les fonctions rationnelles), a simplifier, a multiplier par la
quantité conjuguée (pour les fonctions irrationnelles), a utiliser un théoréme de
comparaison, a effectuer un changement de variable ...

Limites des fonctions rationnelles en |'infini :

En + ou - I'infini, seul compte le terme de plus haut degré d'un polynéme, de telle maniere
que I'on pourra écrire, par exemple :

. 3x%+5x+2 . 3x* 3
lim 3 > = lim = lim —=0
xot0 X —8Xx°4+2X—-1 x-ix2X xotm 2 X




5) Limite d'une fonction composée :

Soit a , b et ¢ trois nombres éventuellement infinis.
Soit f et u deux fonctions.

On considére alors la fonction composée fou:x > f (u (x)) .Alorsona:

li =b

i XT,\JU(X) alors lim f (u(x))zc .
lim f(x):c xa
X—b

Exemples : Déterminer les limites suivantes :

i) lim f(x) avec f(x)=15+1.2 i) lim g(x) avec g(x)zcos
X —+o0 X

X >+

1+x?

6) Théoremes de comparaisons :

_ : Soient f , g et h trois fonctions définies sur |'intervalle I=|b:+»| et |eR

1) Théoreme des gendarmes :

Si Vxe€Il ona: f(x)<g(x)<h(x) etsi lim f(x)= lim h(x)=| alors : lim g(x)=|

X o+ X >+ X >+

2) Théoreme de comparaison :

Si VxeIl ona: f(x)>g(x) etsi lim g(x)=+oo alors lim f(x)=+oo.

X =+

X =+

Remarques : On a des énoncés analogues pour les limites en —oo sur un intervalle de la forme
I=]—oo;b[ , ou pour des limites en un réel a sur un intervalle ouvert contenant a .

Exemples :

W\ .. Sinx iy s
i) lim i) lim x+cosx

x—-+0 X X+




1)

2)

Exercice : limites en I'infini des fonctions suivantes :

i) flx)]=x°

Pour tout x positif, on a :
~1 <sinxy <1, donc :

1
Vx>0 —;gf[x}s:

or on sait que :

1
lim —=0 et Ilim —=10
Xe=bofod X X=poa X
D’aprés le théoréme des Gendarmes,
ona:

lim f(x)=0

X
Ona:vxeR cosx = —1,donc:
YxelR x+cosx=zx—1

or on sait que : lim x —1 = +oq,
X—++ea

done d’apres le théoréeme de compa-

raison, on a:

lim g(x) = +eco

x—r+od

_sinx

Vx

+Xcosx i) g (x)




Position relative d'une courbe et de son asymptote horizontale :

Imaginons une fonction f dont la courbe C. est asymptote a la droite horizontale
d'équation y =1 enI'infini. Alors nécessairement on doit avoir lim f (x )=,

X — o0

et donc lim [f(x|-1=0.

X — 0

La courbe est au-dessus de la droite lorsque f(x) > I@f(x) ~-1=0,
et au-dessous lorsque f(x|—1<0.

Pour connditre la position de la courbe par rapport a son asymptote, il faut déterminer le
signe de la limite lim (f (x)—1] :

X >0

Si lim (f(x) —l) >0, alors la courbe est au-dessus de son asymptote,

X — 00

etsi lim (f(x) —/) <0, alors la courbe est en-dessous de son asymptote.

X — 0

Mais il se peut que ce ne soit ni I'un ni I'autre. Dans ce cas, la courbe oscille indéfiniment
entre les deux positions.

Exercice :

1) Montrer que la fonction f définie par f(x): S x admet la droite d'équation

2x+3
y=—2 comme asymptote horizontale en —o et +ow.

2) Etudier la position relative de la courbe C, avec son asymptote.

Exercice :

Démontrer que la droite d'équation x=4 est asymptote verticale a la courbe de la

fonction définie par g(x)=2x4 (étudier les limites a droite et a gauche de 4).

Exercice : Soit la fonction f(x)z\/XJri définie sur |1;+o] .
X_

Déterminer les limites de f en +« eten 1, puis interpréter graphiquement les
résultats.



Asymptote oblique :

C'est tout simplement une droite asymptote ni verticale, ni horizontale,
donc d'équation y =ax+b avec a#0.

Alors la courbe C. se rapproche de cette droite au voisinage de I'infini.

Pour prouver cela, il faut démontrer que lim (f(x) —y) =0.

X — 0

Pour étudier la position relative de la courbe et de son asymptote, il faut étudier le signe
de f(x) —y au voisinage de |'infini.

2 —
Exemple : Considérons la fonction f définie par f (X):3x+x27 .
X+

- Domaines, tableau de variation et limites aux bornes de D,

- Montrez que f (x):3x—5+
x+2

- Montrer que (d):y=3x—5 est asymptote oblique d C, en —w et +ow.

- Etudier la position relative de la courbe C, et de son asymptote (d) :



