- Correction ou pistes pour les exercices du cours - I

Exercice n°1 : Soit un tétraedre ABCD . On considere les points I, J, K et L définis par :

A

= 2= = 1 2

AI="AB, BJ=ch, Ck=27CD et DL=_DA.
3 3 3 3

—_—

Ona TT-TIB+ BT~ 'AB+ BC- L AC
3 3 3

—_—

De méme L_|2=E[5+SE=;KB+;SE=3AC

Donc IT =LK ce qui prouve que IJKL est un parallélogramme.

Exercice n°2 : Soit (d) la droite passant par Al2,-5,3) et dirigée par le vecteur T 411,
-2
X Xa 1
De |'égalité AM = =kxT| 4 |,
z-z, -2
X 2 1
onobtient M|y |=A|_5 +kxT| 4 |,
z 3 -2

ce qui justifie la notation affine M=A+kd ,
et donne directement un systeme de représentation des coordonnées du point M en
fonction du parametre k :

x=2+k
y:_5+4k[mw'keR.
z=3-2k

Exercice n°3 : Vérifier si deux vecteurs sont colinéaires.

1) Montrer que les points A(l;—2;3), B(4;4;—3) et C(—l;—6;7) sont alignés.

3 -2
Les points sont alignés si et seulement si les vecteurs AB| ¢ | et AC|_4| sont colinéaires.
-6 4
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Comme 3/-2=6/-4=-6/4=-3/20ona AB= —%XZ , alors les vecteurs sont colinéaires.

Deux vecteurs colinéaires ne permettent pas de définir un plan.

2) Montrer que les points D(1;2;-3), E(3;—2;4) et F(—3;10;5) définissent un plan.

N I
On doit vérifier que les vecteurs DE|_4| et DF| g | ne sont pas colinéaires.
7 8

On a -4/2 = 8/-4 mais pas 8/7 donc les vecteurs ne sont pas colinéaires.

Deux vecteurs non colinéaires, ou trois points non alignés définissent bien un plan,
vectoriel dans le premier cas, et affine dans le second.

1 3 7
Exercice n°4 : Montrer que les vecteurs U |_p|, V| 4 | et W| 14| sont coplanaires.
3 -1 -9

Deux vecteurs sont foujours coplanaires.
Donc si deux de ces vecteurs sont colinéaires, alors les trois vecteurs sont coplanaires, car ils
ne forment plus qu'au maximum deux directions indépendantes.

Vérifions que U et V ne sont pas colinéaires en montrant que U =k v est impossible.

En effet, si c'était le cas, comme dans le plan on aurait xy'—x'y =0,
alors qu'ici 1x4 - (—2)><3 =10.

On vérifie ensuite visuellement, ou par le calcul si nécessaire, que W n'est colinéaire nia a7
nid v ,mais c'est mieux de la faire avant.

Montrons maintenant que w peut s'exprimer en fonction des vecteurs 4 et vV sous la
forme d'un combinaison linéaire W =a 4 +f v , qui donne le systéme suivant :

7=0+3p
16 =—20+4p
-9=3a-p

On montre ensuite que ce systéme possede bien une solution.
Ici on doit obtenir a=—2 et B=3.
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Exercice n°5 : Vérifier si trois vecteurs sont coplanaires.

1) Montrer que A(Z;O;l), B(l;—Z;l), C(5;5;O) et D(—3;—5;6) sont coplanaires.

-1 3 -5
On forme trois vecteurs avec un méme point : AB|_o|, AC| 5 | et AD|_5]|.
0 -1 5

Si I'on visualise deux vecteurs colinéaires, alors il est certain que les trois vecteurs
forment au maximum deux directions différentes, donc ils seront coplanaires.

Sinon on choisit deux vecteurs, et on vérifie qu'ils ne sont pas colinéaires.
Par exemple AB et AC ne sont pas colinéaires car le premier produit en croix
—1x5— (—2)>< 3#1 n'est pas nul.

Montrons alors que AD peut s'écrire AD=a AB+p AC.

Cette égalité se traduit par le systéme suivant :

—1=30(—5|3 1 1
—2=5a—5p qui possede bien une solution az—z et B:_E'
O=-a+5p

Le vecteur AD appartient donc au plan formé par les vecteurs AB et AC.

-2 5 -13
2) Montrer que les vecteurs T | 3 |, V| 1 |, W| 26 | ne sont pas coplanaires.
4 -3 -10

On vérifieque U et vV ne sont pas colinéaires,
puis on montre que le systeme w =a U +f vV n'admet pas de solution.
Exercice n°6 :

Soient les points A(6;8:2), B(4:9,‘1) et C(5:7:3) dans un repere orthonormal.
Montrer que le triangle ABC est rectangle.

Il faut savoir calculer rapidement des longueurs ou des milieux :
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-2
AB| 1 | donc AB’=2%+1°+1%°=6 et ainsi de suite.

-1

Le centre du cercle circonscrit d'un triangle rectangle est le milieu de I'hypoténuse, donc
ici le milieu de [BC] .

Exercice n°7 :
0
1) Donner une représentation paramétrique de la droite d A(Z;l;—l),‘ Tl
-1
Un point M(x,y,z) de |'espace appartient a cette droite si et seulement si M=A+td ,
ce qui s'écrit :

x =2
y=1-t pour teR.
z=-1-1

2) On donne A(-2:1;0) et B(2:3:1).
Donner une des ensembles suivants :

a) représentation paramétrique de la droite |AB) :

Un point M(x, y,z) de |'espace appartient a cette droite si et ssi M=A + tAB ce qui s'écrit :

x=-2-4t
(AB) y=1+2t Ppour teR.
z=t

b) pour la demi-droite [AB), il faut d'abord déterminer la valeur du parameétre t qui donne le
point A, puis vérifier si t doit ensuite augmenter ou diminuer.

z,=0=t et z,=1 donc t doit augmenter a partir de O, donc te|0, +ol.

c) pour le segment [AB] onh aura donc te [O, 1] .

d) et pour la demi-droite [BA) onaura t e]—oo ,0 ] .
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3) Les représentations paramétriques suivantes sont-elles associées a une méme droite ?

x=2t-1 x=3-6s
(D1) tly =t pour teR et (DZ) tly=—3s+2 pour sER
z=1-3t z=9s5-5

Si les vecteurs directeurs ne sont pas colinéaires, alors les deux droites sont différentes.

Les coordonnées d'un vecteur directeur se lisent devant le paramétre.

2 -6
Pour (Dl) onlit G| 1 | et pour (Dz) on peut lire vV |_3].
-3 9

On constate alors que —3 0 =v donc les vecteurs sont colinéaires.
On sait maintenant que les droites sont paralléles, donc si elles ont un point commun, alors elles
sont confondues. Sinon ce sont deux droites strictement paralleles.

2t-1=3-9s
Il faut donc soit résoudre le systéme a deux inconnues suivant {¢+—_3¢412

1-3t=9s5-5
soit choisir un point de (Dl) et montrer qu'il appartient a (DZ) .

4) On donne A(1;4;—2) et B(2;-3:4) dans un repére quelconque (O ; jE) :

Pour déterminer les coordonnées du point d'intersection de la droite |AB] et du plan
xQOy il faut établir une représentation paramétrique de la droite |AB), puis utiliser le
fait que le plan xOy est caractérisé par z =0 . Ceci permet de trouver la valeur
correspondante du parameétre puis de calculer les autres coordonnées.

Exercice n°8 : ABCDEFGH est un cube.

Fa Y
/ o
\‘I.
/ Sy T
= |
|
\I
|
|

Soit I le milieude [AH] et T le point tel que ﬁ=§ﬁ.

£
=
i

R
1'a
)
s

F

Démontrer que les points E, J et C sont alignés.

.\__
/

Les vecteurs AB , AD et KE sont hon coplanair'es, '
donc il est possible de décomposer les vecteurs & gt L S
EJ et EC en fonction de ces trois vecteurs. :
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—— P

On va utiliser la décomposition suivante : ET=EA+AF+FJ

On a donc besoin d'exprimer FI= zﬁ en fonction de AB, AD et AE.

Pour cela, il faut utiliser la régle du parallélogramme, appliquée au triangle FAH :
FA+FH=2FI donc FB+ BA+FE + EH=2FI soit —~AE — AB— AB+ AD=2FI

d'odl 2FT =_2AB + AD — AE et F?:—%XE%XB—%XE.

Vous devriez maintenant €tre capable d'exprimer EJ en fonctionde AB, AD et AE.
Pour EC,c'est beaucoup plus simple.

Puis il faut mettre en évidence le fait qu'ils soient colinéaires.

6/6



