Vecteurs et reperes dans |'espace. I

1) Vecteurs de I'espace :
La notion de vecteurs dans le plan s'étend de maniére naturelle a I'espace.
a) Un vecteur T =AB # O est donc défini par :
* une direction : la droite (AB)
* unsens:de A vers B
* une norme ou longueur notée : | T = AB
b) Vecteurs égaux : AB=CD si et seulement si ABDC est un parallélogramme.

c) La relation de Chasles est encore vérifiée : AB+ BC=AC.

La construction de la somme de deux vecteurs
de méme origine s'effectue en utilisant un parallélogramme.

d) Produit d'un vecteur par un scalaire: v =10 avec L€R.
. la méme direction que le vecteur U~

. le méme sens que 4 si A> 0 et unsens contraire si A< 0

v ll=nax]@l

VvV a
VvV a

e) Colinéarité :

Deux vecteurs non nuls G et v sont colinéaires si et seulement s'il existe un réel k
tel que U =k v . Le vecteur nul étant colinéaire a tout vecteur de |'espace.

De la colinéarité on déduit :

« A, B et C sontalignés < il existe keR tel que AC=kAB.
* les droites (AB) et (CD) sont paralléles < il existe k €R tel que CD=k AB.

Exercice n°1 : Soit un tétraedre ABCD . On considere les points I, J, K et L définis par :

— 1 — — 2 — 1 —

AB, BJ="BC, CK=-CD et DL=-DA.
3 3 3 3

AT-2

Faire une figure, puis montrer que IJKL est un parallélogramme.
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2) Droites de |'espace :

Propriété 1: Une droite est engendrée par un point et un vecteur non nul.
La droite d(A, T passant par le point A et dirigée par le vecteur 4 est |'ensemble
des points M de |'espace pour lesquels il existe un réel k tel que AM=kx7 .

Le nombre k est alors |'abscisse du point M(k) dans le repere (A,_LT) de la droite (d) .

Une droite (AB) est I'ensemble des points M de I'espace tels que AM =kxAB,
pour tout keR.

notation affine (hors programme) : M= A+ k AB, keR.

AM =k x AB /

M
(d) B

1
Exercice n°2 : Soit (d) la droite passant par Al2,-5,3) et dirigée par le vecteur T | 4

-2
Exprimer les coordonnées (x ,y,z) d'un point M de cette droite en fonction de son
abscisse k dans le repére (A,_LT) de cette droite.

3) Plans de |'espace :

Propriété 2 : Un plan est engendré par un point et deux vecteurs non colinéaires.
Le plan |ABC| est I'ensemble des points M tels que :

AM = xAB + y AC , pour tous réels x et y.

(x,‘y) sont les coordonnées du point M dans le repére (AK@/TE) du plan |ABC]).

Remarque :

On dit que les vecteurs AB et AC sont des vecteurs directeurs du plan (ABC) , ou forment
une base pour le plan (ABC) :
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Exercice n°3 : Vérifier si deux vecteurs sont colinéaires.

1) Montrer que les points A(l;—2;3) (4 4; 3) et C|-1,-6; 7) sont alignés.

—_—

Peut-on définir un plan & partir des vecteurs AB et AC ?
2) Montrer que les points D(I;Z;—3), E(3;—2;4) et F(—3;10;5) définissent un plan.

Propriété 3 :
Si deux plans ont le méme couple de vecteurs directeurs T, v,
alors ces deux plans sont paralléles.

Preuve : En effet, si A est un point du plan (P) et B un poin‘r du plcm ( 2) ,
alors la droite d(A,T) de (P1) est paralléle & la droite d(B, T (PZ) , donc elle est

/[Pe).

P

paralléle au plan ( ) De méme, la droite d(A v) est paralléle au plan (Pz)
[P.)/

Le plan (P1) contient deux droites sécantes paralléle au plan ( ) donc

Théoréme du Toit :

Soient d, et d, deux droites paralléles contenues respectivement dans
les plans distincts (Pl) et (Pz).

Si ces deux plans sont sécants suivant une droite A,
alors la droite A est paralléle aux deux droites d, et d,.

preuve : par |'absurde.

« Onsuppose que A n'est pas parallele a d,,
ce qui entrdine que A n'est pas paralléle a d, .

* Onappelle vV unvecteur directeur de A .
« Comme d, et d, sont paralléles,

on appelle T leur vecteur directeur. B

+ Comme A n'est pas paralléled d,, U et vV ne sont pas colinéaires donc, comme
A est contenue dans (Pl) , U et Vv sontdes vecteurs directeurs de (Pl) :

« Comme A est aussi contenue dans (Pz), U et vV sont aussi des vecteurs
directeurs du plan (PZ) .

« On en déduit que les plans (Pl) et (Pz) sont paralléles, ce qui est contradictoire

avec |'hypothese qu'ils sont sécants.
* A est donc bien parallele a d, et d,.
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4) Vecteurs coplanaires :

Définition 1:

Trois vecteurs nonnuls @, V- et W sont coplanaires si et seulement si |'on peut
exprimer |'un d'entre eux en fonction des deux autres.

Par exemple, les vecteurs G, Vv et ‘W sont coplanaires si et seulement si :

il existe deux réels o et B telsque W =a U +pV .

Remarque :

Deux vecteurs non colinéaires U et v et toutes leurs combinaisons linéaires
définissent un méme plan, en partant d'un méme point de |'espace.

Pour sortir de ce plan, il faut utiliser un vecteur non coplanaire aux deux autres, c'est-a-
dire non exprimable a partir d'une de leurs combinaisons linéaires.

1 3 7
Exercice n°4 : Montrer que les vecteurs U |_p|, V| 4 | et W| 14| sont coplanaires.
3 -1 -9
Propriété 4 : Les points A, B C et D sont coplanaires si et seulement s 'il existe deux

réels o et B tels que AD =0 AB+ BAC

Remarque :

Dans le plan, deux points sont toujours alignés mais pas toujours trois, et dans |'espace,
trois points sont toujours coplanaires mais pas toujours quatre.

Ainsi, trois points non alignés définissent un plan, comme quatre points non coplanaires
définissent un espace.
Exercice n°5 : Vérifier si trois vecteurs sont coplanaires.

1) Montrer que les points A(Z;O;l), B(l:—Z;l), C(5,‘5,‘O) et D(—3;—5,‘6) sont

coplanaires.
-2 5 -13
2) Montrer que les vecteurs T | 3 |, V| 1 |, W[ 26 | ne sont pas coplanaires.
4 -3 -10
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5) Repéres de |'espace :

Propriété 5 : Un repére (O i ,?) dans |'espace est constitué d'un point origine O et de
trois vecteurs non coplanaires i , j et k .

Tout point M de I'espace est alors défini par: OM=x i +y j +z Kk ol (x;y;z)elR3

Les trois réels uniques (x ; y;z) sont les coordonnées du point M dans le repere
(O, i, j,k) . On les appelle respectivement abscisse x, ordonnée y et cote z.

Le repere (OT]T() est dit orthonormal
si et seulement si :

[§]

IT=150=1k (=1 i
DU i i ¥
i , j et k sontorthogonaux deux a deux. x ~a

Trois vecteurs non coplanaires forment donc une base de |'espace.

Comme dans le plan, on a les relation suivantes :

X=X,
1) Si A(xA,yA,zA) et B(xg,yB,zB) alors AB= Yo~ ¥

Zy=2Z,
X, + X + zZ,+Z
2) Si I est le milieu de [AB] alors I A2 , YAZYB . A2 :

a -
3)Si T|p| alors, dans un repére orthonormal : || 7 ||= Ja?+ b2+ 2.

(o

Exercice n°6 :

Soient les points A(6; 8; 2) , B(4:9:1) et C(5: 7;3) dans un repére orthonormal.
Montrer que le triangle ABC est rectangle puis donner les coordonnées du point D,
centre de son cercle circonscrit.
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6) Représentation paramétrique d'une droite :

Propriété 6 : On considére une droite (AI[A, T ) passant par le point A(xA; yA;zA) et de

a
vecteur directeur T |p

C

Alors la droite (A) est caractérisée par un systéme d'équations, appelé
une représentation paramétrique de la droite, qui est de la forme :

X=x,+at
(A y=y,+ bt . tER.
z=z,+ct

preuve :
M appartient & A si et seulement s'il existe unréel t tel que AM=t T .

On peut encore écrire cela en utilisant la notation affine suivante, M= A + t 0 , qui
représente bien la réalité.

Xa ta

En passant aux coordonnées cela donne : =ly,|*|tb]| pourun réel t.

N X X

z, tc
Remarques :

« Pour une demi-droite, il suffit de remplacer t<R par tel-w:a) ou telo;+w| ;
- Pour un segment il suffit de remplacer t<R par un intervalle fermé [o;p].

Exercice n°7 :

0
1) Donner une représentation paramétrique de la droite d A(Z:l:—l); T 1

-1
2) On donne A(-2:1;0) et B[2;3:1).
Donner une représentation paramétrique des ensembles suivants :

a) la droite (AB] b) la demi-droite [AB)

¢) le segment |AB] d) la demi-droite [BA)
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3) Une droite possede une infinité de représentation paramétrique différentes, puisqu'on
peut partir de plusieurs points et utiliser tout vecteur colinéaire a un vecteur
directeur de la droite.

Alors les représentations paramétriques suivantes sont-elles associées d une méme droite ?

x=2t-1 x=3-6s
(Dl) Sy =t pour teR et (DZ) tly=—3s+ 2 pour s€R
z=1-3t z=9s5-5

4)Ondonne Al1;4;-2) et B(2;-3:4) dansun repere quelconque (O;T,j,l;).

Déterminer les coordonnées du point d'intersection de la droite (AB) et du plan (xOy)

7) Représentation paramétrique d'un plan :

Propriété 6 : On considére un plan P) défini par un point A(xA; yA;zA) et deux vecteurs
a a

non colinéaires U |p | et 7([3) :

Y

Alors le plan P) est caractérisée par une représentation paramétrique de la forme :

X=Xx,+at+oas
(P) : y=y,+ bt+ Bs , pour (t,S)ElRZ.

z=z,+ct+ys

Remarque :

Contrairement aux droites de |'espace, les plans possédent une équation cartésienne,
c'est pourquoi on n'utilise pas les représentations paramétriques des plans.

Exercice n°8 : ABCDEFGH est un cube. il /
T |

. - — 2=
Soit I le milieu de [AH] et J le point tel que FJ:QFI. it
Démontrer que les points E, J et C sont alignés. 4
Les vecteurs AB , AD et AE sont non coplanaires, o -l S

donc il est possible de décomposer les vecteurs
EJ et EC en fonction de ces trois vecteurs. ' B
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