
Un nombre complexe x vérifiant x3=1  s'appelle une racine troisième de l'unité.

Dans le cas où x  est réel, on connaît bien les solutions de ce genre d'équation x n=1 .

x0=1
x 1=1  donne x=1
x2=1  donne x=−1  ou x=1
x3=1  donne x=1
et ainsi de suite suivant la parité de l'exposant n .

1) L'équation dans ℂ , (E1)  : x3=1  équivaut à x3−1=0 .

a) x=1  est racine du polynôme x3−1 , donc x3−1  est factorisable par x−1 .

x3−1=(x−1)(ax2+bx+c ) équivaut à x3−1=ax 3+(b−a )x2+(c−b )x−c
qui équivaut à 1=a  et 0=b−a  et 0=c−b  et −1=−c .

On obtient donc x3−1=(x−1)(x2+x+1) .



b) Le polynôme x2+x+1  a pour discriminant Δ=−3  négatif, donc il admet deux racines 

complexes conjuguées x 1=−
1
2

− √3
2

i  et x2=−
1
2

+ √3
2

i .

c) Les solution de (E1)  sont donc : 1 , x 1  et x2 .

d) Formes exponentielles :

x 1=−
1
2

− √3
2

i  donc ∣x 1∣
2
=

1
4

+
3
4

=1  et ∣x 1∣=1

Alors si j'appelle ϕ  un argument de x 1 , j'ai cosϕ=−
1
2

 et sinϕ=− √3
2

 donc ϕ=−
2π

3
[2π ] .

Ainsi x 1=re iθ=e
−i 2π

3  et donc x2=x 1=e
i 2π

3 .

2) (E2)  : x4=1  dans ℂ .

Le polynôme complexe x4−1  admet 1  pour racine, donc il est possible de la factoriser par x−1

En posant la division de x4−1  par x−1  on obtient : x4−1=(x−1) (x3+x2+x+1) .

Il reste à résoudre l'équation x3+x2+x+1=0 , équation du troisième degré, pour lesquels nous 
n'avons pas d'autre méthode que de trouver une racine a, puis de factoriser le polynome par x-a

-1 est une racine évidente, donc on peut factoriser x3+x2+x+1  par x+1  en posant la 
division suivant les puissances croissantes, et on obtient : x3+x2+x+1=(x+1)(1+x2)

Donc les solutions de (E2)  sont 1 , −1 , i  et −i

1=e0 i −1=ei π i=e
i π

2 −i=e
−i π

2

3) On obtient des polygônes réguliers à n  côtés.

4) Pour obtenir un octogone il faut résoudre l'équation z8=1 .

Cas général :

Les n  solutions de l'équation x n=1  sont les complexes de la forme zk=e
i 2k π

n ,
pour k  allant de 0  à n−1 , appelés racines n-ièmes de l'unité.

On a alors bien zk
n=1 .



a) Le point B a pour affixe zB=r ei (ϕ+2k π)=r ei ϕ , et le point A pour affixe zA=r .

b) Soit M le point du cercle C d'affixe zM=re iα .

L'angle (M⃗A, M⃗B)  est égale à l'argument du complexe 
zB−zM

zA−zM

donc (M⃗A, M⃗B)=arg( z B−zM

zA−zM
) .

c) Soit θ  une mesure de l'angle (M⃗A, M⃗B) .

On a alors 
zB−zM

zA−zM

=k×e iθ  où k est le module du complexe 
zB−zM

zA−zM

,

ce qui donne ei θ=λ×
zB−zM

zA−zM

 soit ei θ=λ×
r ei ϕ−r ei α

r−r ei α
 et donc ei θ=λ×

eiϕ−e iα

1−e iα
.



d) e−i θ=
1

ei θ
 ou encore z=

1
z

 pour tout complexe z de module 1.

En effet, si zz=1  alors z=
1
z

, ce qui est le cas des complexes de la forme ei θ .

e) première méthode : eiθ

e−i θ
=e2i θ

deuxième méthode : comme ei θ=λ×
eiϕ−e iα

1−e iα
 alors e−i θ=λ×

e−i ϕ−e−i α

1−e−i α

donc e−i θ=λ×

1
ei ϕ

−
1

ei α

1− 1
ei α

 et 
eiθ

e−i θ
=

e iϕ−ei α

1−ei α
×

1− 1
ei α

1
ei ϕ

−
1

ei α

Finalement on obtient bien e2 iθ =
ei ϕ−ei α

1−ei α
×

1− 1
e i α

1
ei ϕ

−
1

ei α

.

f) En multipliant la deuxième fraction par ei α  au numératuer et au dénominateur, on obtient :

ei2θ=
ei ϕ−ei α

1−ei α
×

ei α−1
ei α

ei ϕ
−1

=
ei ϕ−ei α

1− ei α

ei ϕ

=…=ei ϕ  en finissant correctement le calcul

On obtient donc 2θ=ϕ+2k π , ce qui peut se traduire par (O⃗A,O⃗B)=2×(M⃗A,M⃗B )[2π ] .

Cette propriété géométrique des arcs de cercles s'énonce ainsi :

L'angle au centre qui intercepte un arc de cercle ÂB  est le double de tout angle inscrit 
qui intercepte le même arc de cercle.


